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изчисляване на градиент на целеви функции. 
Резюме: В статията се разглежда методика за решението на задачи за 

оптимизация на елементи от машиностроителни конструкции. Разглежданите 
целеви функции са: статически премествания и напрежения, амплитуди на 
динамичните премествания и напрежения, функции на собствени честоти и 
форми на трептения. Варира се формата на елемент от конструкцията в 
зададени граници. За изчисление на целевите функции се използва методът на 
крайните елементи. Предложена е методика за изчисляване на градиента. 
Показани са възможностите на програмни продукти за решаване на задачи за 
оптимизация. 

 1. Увод 

На оптимизационните проблеми са посветени стотици хиляди и даже 
милиони публикации (книги, статии, автореферати, методически ръководства за 
студенти и др.) [25]. Под оптимизация [6, 11, 24] авторите разбират всичко, 
което е потребно: подобряване на качеството, увеличаване на коефициента на 
полезно действие (КПД), намаляване на теглото, намаляване времето на 
преходния процес, повишаване на рентабилността и т.н. Но много често след 
формализация се пристъпва към задачата за намиране минимум на функцията на 
няколко променливи при различни ограничения на аргументите: равенства, 
неравенства и др. подобни. И тогава е необходимо решаването на задача от 
нелинейното програмиране [5, 20]: 

 
(1) ( ) minxy →  
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(2) ( ) 0xhj = , [ ]m,1j ∈  

 
(3) ( ) 0xg j ≥ , [ ]k,1j ∈  

 
Тук y – минимизирана целева функция; х – вектор на аргументи на n; hj(х) 

– лява част на ограничените равенства, тези ограничения се считат за 
независими; m - общият им брой, при което m < n; gj(х) – левите части на 
ограничени неравенства; k – общият брой на неравенствата. Ограничените 
неравенства могат да бъдат колкото е необходимо, а системата (3) определя 
областта на допустимите решения. Към вида (1) – (3) обикновено се привеждат и 
различните задачи за оптимизация, формите на елементите от 
машиностроителните конструкции. В тези задачи х са параметри, които могат да 
варират в зададената област (2) – (3), изменяйки формата на телата, а y-критерий 
на оптимизация. Ето примери за такива задачи: 

- намиране формата на вагон за превоз на насипни товари, при която 
се минимизира напрегнатото състояние на резервоара, при различни 
ограничения на якост и при условия, че резервоарът трябва да бъде натоварен с 
определен товар; 

- при изчисляване диаметъра на разпределителния вал на двигател с 
вътрешно горене в различни сечения в зададени граници при ограничения на 
динамичните напрежения и амплитуда на трептение на вала; 

- изменения профила на лопатките на компресор в зададени граници, 
максимално подобрявайки неговата аеродинамика при ограничения на 
собствените честоти на трептения и на динамичните напрежения. 

При тяхното решение ще се изменя формата на конструкцията (прът, 
пластина, черупка, ососиметрично или тримерно тяло), така че да се 
максимизира или минимизира нужния параметър: преместване или еквивалентно 
напрежение в зададена точка, неговата амплитуда, собствената честота на 
трептения, отклонение на възела от формата в зададена точка. Както ще бъде 
показано в т. 4 за тези целеви функции може да се изчисли градиента без 
числено диференциране, затова ще се използва метода на оптимизация, отчитащ 
информация за градиента. Формата на елемента на конструкцията може да се 
изменя само в зададени граници, следователно задачата се явява ограничения на 
варираните променливи от вида (2) – (3). 

2. Метод на решаване 

В съвременното машиностроене методът на крайните елементи (МКЕ) за 
якостни изчисления практически стана стандартен [1, 4, 9, 14, 15, 16, 17]. Тук ще 
използваме МКЕ за изчисляване на целевата функция и нейният градиент в 
задачата за оптимизация.  
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За изчисление по МКЕ съществуват различни пакети като: ANSYS [3, 21, 
23], NASTRAN [27, 28], Unigraphics NX [2], CATIA [34], Solid Works – Cosmos 
[19], ELCUT [8] и др. Всеки един от тях има свой интерфейс за попълване на 
изходните данни, пресмятане и визуализация на резултатите. В някои пакети има 
възможност на реализация на свои програми за пресмятане, в това число и 
решаване на задачи за оптимизация, но възможностите на MATLAB [7, 10, 13, 
26] са предопределили използването именно на този пакет за решаването на 
дадената задача. От една страна в нея има среда за решаване по МКЕ 2 -мерни 
[33] и 3-мерни [29] задачи. От друга страна, наличието на пакета [32] позволява 
решаването на различни задачи за оптимизация. В частност, за решаването на 
задачи в постановка (1) – (3) в MATLAB има функция fmincon. В качеството на 
параметър за нея е нужно даване на име на m- функция, в които се изчисляват 
нулевата функция (1) и левите части на ограниченията (2) – (3). Ако има 
възможност, заедно с целевата функция може да се изчисли също нейния 
градиент и хесиана [30, 31], пр и това ще бъдат задействани съответстващите 
методи на оптимизация.  

3. Изчисляване на целеви функции 

3.1. Общи положения 

Изходните данни за пресмятане по МКЕ обикновено се явяват 
геометричната област, заемана от тялото, физическите характеристики на 
материала и данни на натоварване. По геометричните данни се прави мрежа 
(разбивка на области) от крайни елементи. За едномерни обасти това 
представлява трудност и обикновено се прави ръчно. От начало областта на 
изменение на параметъра по дължина се разбива равномерно (с помощта на 
функцията linspace) или със сгъстявания в местата с предполагаема 
концентрация на напреженията. после по разбитите точки се намират 
координатите на възлите и се изчисляват всички необходими величини. Относно 
двумерните и тримерните функции за разбиването на крайни елементи се 
използва функцията PDE Toolbox [33] и FEMLAB [29]. После в схемата на МКЕ 
за всеки краен елемент се изчисляват неговата матрица на коравина Ke, масовата 
матрица Ме,  векторът на усилията във възлите fe и матрицата на прехода от 
премествания към напрежения Ge (тук е – представлява номер на крайния 
елемент). С тях се запълва матрицата K, M, G  и вектора f  за цялата 
конструкция. За обработката на последните ватрици в MATLAB се осъществява 
с помощта на механизма Sparse. 
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Получените матрици K, M, G  и векторът f  се използват при решаването 
на различни задачи за изчисляване на съответните целеви функции. Да 
разгледаме постановката на някои задачи и свързаните с тях целеви функции.  

3.2. Целеви функции в задача за статическо натоварване 

В задачите от статиката векторът на възловите усилия f е постоянен (не 
зависи от времето) и основното уравнение на МКЕ има вида:  

 
(4) fKu =  
 
където: u- вектор на възловите премествания 

В MATLAB системата (4) се решава със стандартна операция, която 
отчита характерната структура на матрицата на коравината K. Ако целевата 
функция е y – преместването в зададената точка (възел), то ние избираме от 
решения u координата с необходимия номер j:  

 
(5) juy =  

 
Ако трябва да се минимизира максималното преместване, то в този случай  

 
(6) jj

umaxy
λ∈∀

=  

 
където: λ - подмножество на множеството от координати на вектора u. Например 
λ може да бъде множество на всички линейни премествания по зададена ос. За 
търсене на максималния елемент и неговия номер в MATLAB се използва 
стандартно вградена функция max 

Ако целевата функция  y е свързана с напреженията, то след решението на 
системата (4) намираме компонентите на напреженията σ във възлите, средата на 
елементите или в други необходими точки: 

 
(7) Gu=σ  
 

Може да бъде избрана зададената или максималната за модела координата 
на вектора σ аналогично по (5) или (6). Но задачите на механиката обикновено се 
интересуват не от отделна координата на вектора напрежение σ, а о т някое 
еквивалентно напреженние, което характеризира нивото на напрегнатото 
състояние в дадена точка. В най-често прилаганите якостни теории [18] 
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квадратът на еквивалентното напрежение в точка  с номер “j”, което ще означим 
с σ2

eq j, може да се представи в квадратична форма на координатите на вектора σ: 
 

(8)  ( )σσ
σ

,Aj
2

jeq =  

 
където: Ajσ – положително определена числова матрица, която зависи от 
якостните теории и точката, в която се изчислява вектора σ2

eq. В задачата за 
оптимизиране на целевата функция преди всичко се явява максималното 
еквивалентно напрежение: 
 
(9)    eqj

maxy σ
∀

=   

 

Затова изчислявайки напреженията σ по (7) намираме вектора на 
квадратите на еквивалентното напрежение σ2

eq по (8), получаваме от всяка 
координата квадратен корен и избираме максималната стойност (9). 

 
3.3. Целеви функции в задачите за принудени трептения 

В тази задача векторът на възловите усилия f се счита за периодически 
изменяща се функция 

 
(10) ti

0eff ω=  
 
където: f0 – комплексна амплитуда на външното натоварване; ω – честота на 
принудените трептения; i – имагинерна единица. 

Всяка координата f0j на вектора f0 определя амплитуда и отместване на 
фазата на външното натоварване с j-та степен на свобода 

 
(11) ji

j0
Im
j0

Re
j0j0 efifff α=+=  

 
Основното уравнение на МКЕ в задачата за принудените трептения има 

вида: 
 

(12) fKu
dt

udM 2

2
=+  

 
Разсейването на енергията може да се отчита по различни модели. В прост 

линеен вариант в лявата част на уравнение (12) се появява още едно слагаемо, 
пропорционално на скоростта. Но линейното триене не винаги адекватно описва 
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разсейването на енергията в механичните системи. По-коректни резултати се 
получават при използване на модели на амплитудно-независимо триене [17]. 
Нейното приложение води до използването на комплексен модул на 
еластичност, който се явява линеен множител в матрицата на коравината. Затова 
вместо матрицата K в уравнение (12) ще бъде: 

 

(13) 





 +=

π
Ψ
2
i1K*K  

 
където: Ψ – логаритмичен декремент на трептенията. При такъв подход се 
предполага, че векнорът на възловите усилия f е периодически и записан в 
комплексен вид има вида (10) – (11). Решението на уравнения (12) и (13) търсим 
от вида: 
 
(14) tiUeu ω=  
 
където: U – комплексна амплитуда на трептенията. Модулите и аргументите на 
всяка координата U характеризират амплитудата и отместване фазата на 
трептенията на съответната координата u. След заместване на (10), (13) и (14) в 
(12) получаваме уравнение за амплитудата на принудените трептения: 
 
(15) ( ) 0

2 fUM*K =−ω  
 

Това решение в MATLAB се осъществява по стандартен метод, който 
работи както с комплексни числа, така също и с реални.  

Нека целевата функция y е максималното отклонение на какъвто и да е 
възел с номер j от положение на равновесие или максимално по всички възли. За 
разлика от задачите на статиката не можем тук да приложим направо формули 
(5) – (6) , тъй като координатите на вектора U са комплексни. Техните 
амплитуди и фази описват пространствени трептения на всяка възлова 
координата със своите отмествания на фазите. Ние трябва да изследваме 
пространствените трептения на желан възел (или всеки) и да намерим 
максималното отклонение от равновесното му положение. За целта избираме от 
вектора U координати {u, υ, w}- линейни премествания на конкретер възел. Ще 
обозначим функциите на времето със същите букви, както на техните 
комплексни амплитуди, с вълна над тях. В нашият случай пространствените 
трептения на възлите се описват с функциите ( ) ( ) ( ){ }tw~,tv~,tu~ : 
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( ) ( ) tsinutcosueu~Retu~ ImReti ωωω +==  
(16)  ( ) ( ) tsinvtcosvev~Retv~ ImReti ωωω +==  

( ) ( ) tsinwtcoswe~Retw~ ImReti ωωω ω +==  
 
Означаваме с a(t) отклонението на възела от положение на равновесие. То 

се изчислява по зависимостта: 
 

(17) ( ) ( ) ++++=++=
2ImRe2ImRe2222 tsinvtcosvtsinutcosuw~v~u~a ωωωω  

                    ( )2ImRe tsinwtcosw ωω ++  
 
Въвеждаме полаганията: 

 
(18)  ( ) ( ) ( )2Re2Re2Re wvuA ++= ;  ImReImReImRe wvvuuB ω++=  

( ) ( ) ( )2Im2Im2Im wvuC ++=     и    iB2CAD +−=  
 
Тогава: 
 

(19) tsinCtsin.tcosB2tcosAa 222 ωωωω ++=  
 

Намираме максимума на тази функция спрямо аргумента t. След 
елементарни преобразувания получаваме израза: 

 

(20) 
2

DCA
amax

++
=  

 
От определените за всеки възел стойности по израз (20) избираме 

максималната стойност и това ще бъде максималната амплитуда на трептенията 
при зададена честота на принудените трептения ω. Ако е необходимо да се 
намери максималната амплитуда на трептенията в зададен честотен диапазон [ω-

, ω+], то е необходимо да се намери тази честота, на която максималното от израз 
(20) има максимум по ω. Затова можем да използваме функцията fminbnd. 

Нека целевата функция y е амплитудата на еквивалентното напрежение в 
коя да е точка или максималното от всички точки еквивалентно напрежение. С 
комплексната амплитуда U и зависимост (7) намерим амплитудата на 
напреженията в необходимите точки (също комплексни). Но, както и в случаят 
на преместване, не трябва да се прилага зависимост (8), тъй като различните 
координати на вектора σ имат различни фази. Да изчислим еквивалентното 
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напрежение с отчитане отместването на фазите на координатите на σ. За 
примера ще се ограничим само с една якостна теория – изчисляваме 
интензивността на напреженията: 

 

(21) ( ) ( ) ( ) ( )] 2
12

zx
2

yz
2

xy
2

xz
2

zy
2

yxeq 6
2
1 τττσσσσσσσ +++−+−+−

=  

   
Избираме от вектора σ напрежения в една конкретна точка: 

{ }zxyzxyzyx ,,,,, τττσσσ . Тези величини са комплексни и тяхните модули и 

аргументи определят амплитудите и отместването на фазите. Както и във 
формула (16), изменението на координатите във времето се описват със 
зависимостта: 

 
(22) ( ) ( ) tsintcoseRet~ Im

x
Re
x

ti
x ωσωσσσ ω +==  

 
Аналогично се определят и другите нормални и тангенциални 

напрежения. За изчисляването на максималната интензивност на напреженията 
прилагаме същите резултати, както и за максималните амплитуди на 
преместванията. Заместваме зависимост (22) и за другите напрежения в 
зависимост (21) и намираме максимума на получения израз за t, при което 
получаваме: 

 
(23) ( ) ++−−+= ...tsintcostsintcos2

3Im
y

Re
y

Im
x

Re
x

2
eq ωσωσωσωσσ  

( ) ...tsintcos6
2Im

xy
Re
xy +++ ωτωτ  

 
Тук с многоточие е отбелязано наличието на още две слагаеми. След 

редица преобразования се получава: 
 

(24) ( ) ( )( ) +−−+−= tsin.tcos2tcos2 Im
y

Im
x

Re
y

Re
x

22Re
y

Re
x

2
eq ωωσσσσωσσσ  

          ( ) ( ) ++
++−+ tsin.tcos2tcos6...tsin Im

xy
Re
xy

22Re
xy

22Im
y

Im
x ωωττωτωσσ  

          ( ) ...tsin22Im
xy +

+ ωτ  

 
Въвеждаме полаганията: 
 

( 25) ( ) ( ) 



 +++−= ...6...A

2Re
xy

2Re
y

Re
x τσσ ; 
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( )( ) ( )...6...B Im
xy

Re
xy

Im
y

Im
x

Re
y

Re
x +++−−= ττσσσσ  

( ) ( ) 



 +++−= ...6...C

2Im
xy

2Im
y

Im
x τσσ  и  

iB2CAD +−=  
 
За израза (24) получаваме: 
 

(26) tsinCtsin.tcosB2tcosA2 222
eq ωωωωσ ++=  

 
За максимума на този израз получаваме: 

 

(27) DCA
2
1

maxeq ++=σ  

 
По-нататък, ако е необходимо, избираме от стойностите получени по (27) 

максималната за всеки възел и това ще ще бъде максималната амплитуда на 
интензивността на напреженията за дадена честота ω. При необходимост 
намираме максималната амплитуда в зададен честотен диапазон [ω-, ω+]. 

 

3.4. Целеви функции в задачите за собствени трептения. 

В тази задача е необходимо намирането на нетревиално решение на 
уравнението  

 
(28)   ( ) 0uMK 2 =− ω  
 
и допълнително нормиращото условие  
 
(29)  ( ) 1u,Mu =  
 

В MATLAB тази задача се решава с помощта на функцията eigs. След това 
се изчислява целевата функция y, зависеща от собствените честоти ω или форми 
u. 

Забелязваме, че цялото многообразие на задачите на механиката не се 
изчерпва с трите разгледани по-горе постановки. Съществуват задачи за 
нестационарни трептения, пластичност, пълзене, устойчивост, с отчитане на 
различни нелинейности и т.н. Но почти винаги намирането на целевата функция 
се свежда до последователност от прилагане на някои математически формули, 
зададени аналитически или във вид на алгоритъм за тяхното изчисляване. 
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4. Изчисляване на градиента 

4.1. Общи положения 

В предния раздел разгледахме няколко варианта за изчисляване на целевата 
функция за оптимизационни задачи.. Всеки от етапите на изчисляване се свежда 
към прилагането на някои формули. 

Да разгледаме първия етап на тази задача. Нека варираме някой характерен 
размер b на тялото (фиг.1). Изменението на b води до изменението на 
положението на елементите 1, 2, 3. Частната производна по b е свързана с 
производните по х1, х2, х3, y1, y2, y3 чрез съотношението:  

 

(30) αα sin
yyy

cos
xxxb 321321









∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+







∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=
∂
∂  

 
където: α е ъгълът показан на 
фиг.1. Затова, знаейки 
производните по координатите 
на възела, може да се изчислят 
производните по размера b, 
който определя формата на 
конструкцията. 

В гредите, пластините и 
черупките могат да се изменят 
не само координатите на 
възлите, но и напречните 
размери в елементите или 
възлите. Това също предизвиква 
изменение на формата на 
конструкцията.  

В пресмятанията по МКЕ матрицата на коравините, масите, 
демпферирането, прехода от премествания към напрежения и вектори на 
възловите усилия на крайния елемент се изчисляват по зададени формули. 
Компонентите на тези матрици и вектори зависят от координатите на възлите, а 
за гредите, пластините и черупките – още и от напречните размери като 
аналитичния вид на тези зависимости е известен. Те аналитично могат да бъдат 
диференцирани и да се създадат процедури, които изчисляват производните от 
тези матрици и вектори по координатите на възлите и напречните размери. 
Използвайки уравнение (30) могат да бъдат намерени производните от 

(х1, у1) 

(х2, у2) 

(х3, у3) 

у 

х 

b 

α 

Фиг.1. Изменение на характерен размер от детайла. 
Варирането на  характерния  размер на детайла води до 

изменение на положението на някои възли и 
производната по размер се изразява чрез производните 

по координатите на възлите с помощта на известни 
съотношения. 
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матриците и векторите на елемента по желан изменяем размер b на 
конструкцията. Матриците и вектори-производни за цялата конструкция 
получаваме сумирайки матриците и вектори-производни на отделни елементи. 
Това сумиране се извършва бързо.  

Ние можем да изчислим производните по параметър b от матрицата на 
коравината ∂К/∂b, матрицата на масите ∂M/∂b, вектора на възловите усилия ∂f/∂b 
и матрицата на прехода от премествания към напрежения ∂G/∂b. Тези величини 
ще използваме за намиране градиентите на целевите функции в различните 
задачи. 

4.2. Градиент в задача за статическо натоварване 

Изчисляването на производна по варирания параметър b започваме с 
диференциране на съотношение (4)   

 

(31) 
b
f

b
uKu

b
K

∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂  

 
Производната на вектора на възловите премествания u намираме от 

решението на системата: 
 

(32) u
b
K

b
f

b
uK

∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂  

 
Ако според (5) целевата функция y е преместване в дадена точка, то 

производната й е: 
 

(33) 
b
u

b
y j

∂
∂

=
∂
∂  

 
Ако целевата функция y е максималното по модел преместване според (6), 

то е нужно да се отчете, че функцията (6) е недеференцируема в точката на 
нейния минимум. На фиг.2. с прекъсната линия е показано поведението на 
такава функция. Нека например при b < b* максимално преместване се достига в 
точката с номер k1, а при  b > b* - в точката k2. В точката на минимума при b = b* 
максимално преместване се достига едновременно в две точки, а функцията y 
претърпява стръмно огъване и става недиференцируема. В този случай тя може 
да бъде заменена с близка до нея диференцируема функция ŷ: 
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(34) 
v/1

j

v
juŷ 









= ∑

∀
 

 
която се стреми към уравнение (7) 
при v → ∞. За да не диференцираме 
още и модула, ние вземаме v - четно. 
Графика на функцията (34) е 
показана на фиг.2 като плътна крива. 
Дифeрeнцираме израз (34): 
 

(35) =
∂

∂










=

∂
∂

∑∑
∀

−
−

∀ b
u

vuu
v
1

b
ŷ j

j

1v
j

1v/1

j

v
j  

                      
b
u

uu j

j

1v
j

v1
max ∂

∂
= ∑

∀

−−  

 
В получения израз изнасяме 

от знака ∑ по j максималното по 
модул преместване. Нека неговият номер е k. 

 

(36) 
b
u

u
u

b
u

b
ŷ j

1v

kj k

jk

∂
∂









+

∂
∂

=
∂
∂

−

≠∀
∑  

 
С увеличаване на степенният показател ν стойността на ∑ се стреми към 

нула. По такъв начин ние се ограничаваме само с първите членове на израз (36) и 
за целева функция (6) считаме частната производна от тази координата на 
вектора u, която е максималната по модул. 

Този принцип ще прилагаме и за други целеви функции представляващи 
максимум от няколко величини. За такива задачи минимума, като правило ще 
бъде достигнат в “точките на превключване” (на фиг.2 означена с b*). 

Пристъпваме към определянето на целева функция, свързана с 
напрежения. След изчисляване на ∂u/∂b диференцираме израз (9) 

 

(37) 
b
uGu

b
G

b ∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂σ  

От това уравнение намираме ∂σ/∂b, след което диференцираме (8): 
 

(38) 







∂
∂

=
∂

∂
b

,A1
b j

jeq

jeq σσ
σ

σ
 

u max 

u k2 u k1 

b* 

b 

Фиг.2. Изглаждане на недeференцируемата целева 
функция. При b < b* максималното преместване се 
достига в точка с номер k1, а при b > b* - в точката 
k2. В точката на минимума при b = b* максимално 
преместване се достига едновременно в две точки, 

а функцията y претърпява прекъсване. С 
прекъснатата линия е показана графиката на 

такава функция, а с плътнатата – функция 
изгладена по формула (34). Със стрелки са 

показани направленията на градиента в близост до 
точката на минимума. 
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и накрая диференцираме уравнение (9). Прилагайки изглаждане (34) – (36), 
стигаме до заключението, че е достатъчно да се вземе координатата на вектора 
(38) в тази точка, в която се достига максимум на интензивността на 
напреженията. 

4.3. Градиент в задача за принудени трептения 

Диференцираме уравнение (15) и намираме комплексни производни на U 
от решаването на комплексната система: 

 

(39) ( ) U
b
M

b
*K

b
f

b
UM*K 202 








∂
∂

−
∂

∂
−

∂
∂

=
∂
∂

− ωω  

 
Разглеждаме случай, когато целевата функция е максималната амплитуда 

на принудените трептения в някой възел. Диференцираме (15) – (20). По това 
съотношение amax зависи от uRe, vRe, ωRe, vIm, ωIm чрез A, B, C, D. Намираме 
производните на amax  по uRe  и uIm: 

 

(40) ( )









 +−
+=









∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

D
Bu2uCAu

a2
1

u
D

u
C

u
A

a4
1

u
a ImRe

Re

max
ReReRe

max
Re

max  

 

(41) ( )









 +−−
+=









∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

D
Bu2uCAu

a2
1

u
D

u
C

u
A

a4
1

u
a ReIm

Im

max
ImImIm

max
Im

max  

 
Обединяваме тези две величини в една комплексна, означавайки я с 

∂amax/∂u: 
 

(42) ( ) ( )
=







 ++−
+=

∂
∂

+
∂
∂

=
∂

∂
D

iuuB2uCAu
a2
1

u
ai

u
a

u
a ReIm

max
Im

max
Re

maxmax  









+=







 +−
+= u

D
Du

a2
1u

D
iB2CAu

a2
1

maxmax
 

 
Аналогично изчисляваме: 

 

(43)  







+=

∂
∂ v

D
Dv

a2
1

v
a

max

max    и   









+=

∂
∂

w
D
Dw

a2
1

w
a

max

max  
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Образуваме комплексния вектор ∂amax/∂U, като три от координатите 
съответстващи на необходимия възел ще бъдат равни на изрази (42) и (43), а 
останалите на нула. Намираме производната ∂amax/∂b. Сумирайки по всички 
междинни аргументи с отчитане на комплексната форма се получава: 

 

(44) 












∂
∂









∂
∂

=
∂

∂
b
U

b
aRe

b
a *

maxmax  

 
където: израза (∂amax/∂U)* е ермитово спрежение [12, 22, 30, 31]. На практика не 
е удобно да се строи вектора ∂amax/∂U в явен вид, а да се избират координати на 
необходимия възел от вектора ∂U/∂b (масивите с по-малка размерност се 
обработват по-бързо). Всички показани по-горе съображения по повод 
изглаждане на недиференцируема функция остават в сила. Ако целевата 
функция е максималната амплитуда на трептенията по всички възли, то е нужно 
диференцирането на амплитудата именно в този възел, в който се достига 
максимум. Същото важи и за честотите за които се изчисляват максималните 
амплитуди. Ако ни е нужно минимизиране на максималната амплитуда на 
трептения в зададен честотен диапазон [ω-, ω+], то първо търсим честотата при 
която се достига максимална стойност на амплитудата, а след това за тази 
честота изчисляваме градиента. 

Нека целевата функция е максималната амплитуда на интензивността на 
напреженията (27). В този случай след решаване на системата (39) 
диференцираме (7) по формула (37) и получаваме комплексните напрежения. 
След това диференцираме уравнения (23, 25, 27). За намиране производна от (27) 
записваме уравнението във вида: 

 
(45) ( ) 222

eq B4CACA4 +−++=σ  

 
Производните на нормалното напрежение по реална и имагинерни части и 

обединения комплексен израз имат вида: 
 

(46) ( ){ ( )[ ( )+−−−+−−=
∂

∂ Re
z

Re
y

Re
x

Re
z

Re
y

Re
x

eq
Re
x

eq 2CA
D
12

4
1 σσσσσσ
σσ

σ
 

( )]}Im
z

Im
y

Im
x2B2 σσσ −−+  

(47) ( ){ ( )[ ( )+−−−−+−−=
∂

∂ Im
z

Im
y

Im
x

Im
z

Im
y

Im
x

eq
Im
x

eq 2CA
D
12

4
1 σσσσσσ
σσ

σ
 

( )]}Re
z

Re
y

Re
x2B2 σσσ −−+  
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(48) ( ) ( )







−−+−−=

∂

∂
+

∂

∂
=

∂

∂
zyxzyx

eq
Im
x

eq
Re
x

eq

x

eq 2
D
D2

4
1i σσσσσσ
σσ

σ

σ

σ

σ

σ
 

 
Такъв вид имат производните по другите нормални напрежения (по 

координати y и z). С аналогични преобразувания получаваме производните по 
тангенциалните напрежения като (49).  

 

(49) 







+=

∂

∂
+

∂

∂
=

∂

∂
xyxy

eq
Im
xy

eq
Im
xy

eq

xy

eq

D
D

2
3i ττ
στ

σ
τ
σ

τ
σ

 

 
Комплексният вектор ∂σeq/∂b има шест координати, съответстващи на 

необходимата точка и ще имат вида (48) – (49), а останалите са равни на нула. 
Намираме ∂σeq/∂b:  

 

(50) 












∂
∂









∂

∂
=

∂
∂

bb
Re

b

*
eqeq σσσ

 

 
Всички забележки към формула (44) важат и за (50). 

4.4. Градиент в задача за собствени трептения 

За изчисляване на производни от собствени честоти и форми е 
необходимо диференцирането на уравнение (28) при условие (29). Ние се 
ограничаваме само с прости (некратни) собствени честоти. Диференцераме по 
“b” израз (28): 

 

(51) ( ) 0
b
UMKuM

b
2

b
M

b
K 22 =

∂
∂

−+







∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂ ωωωω  

Означаваме особената матрица на динамическа коравина изчислена за 
собствените честоти ω със Z: 

 
(52) MKZ 2ω−=  
 

Умножаваме израз (51) скаларно с u. Матрицата Z във вторият си член е 
симетрична, поради което второто събираемо е равно на нула. 

 

(53) 0Zu,
b
uu,

b
uZ =








∂
∂

=







∂
∂  
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и остава само първия член на уравнението 
 

(54) ( ) 0u,Mu
b

2u,u
b
M

b
K 2 =

∂
∂

−















∂
∂

−
∂
∂ ωωω  

 
от където с отчитане нормиращите условия (29) намираме производната на 
собствените честоти: 
 

(55) 















∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂ u,u

b
M
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От уравнение (51) намираме ∂u/∂b  Пренасяме първия член от дясно и 

заместваме (55): 
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Получаваме нееднородна система линейни уравнения с изродена матрица 

Z. По теоремата на Фреголм, такава система ще има решение тогава и само 
тогава, когато нейната дясна част е ортогонална на собствените функции на 
матрицата Z. В нашия случай това се изпълнява – дясната част на системата (56) 
е ортогонална на u: 
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Общото решение на системата (57) за проста собствена честота зависи от 
един параметър С. 
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където (∂u/∂b)* - частно решение на (56). Множителят С намираме от 
нормиращото условие (25).  

Диференцираме го: 
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Заместваме (58) в (59) и получаваме: 
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С отчитане нормиращото условие (29) получаваме израз за постоянния 
множител С: 
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По намерените ∂ω/∂b и ∂u/∂b се изчисляват градиентите на конкретни 

целеви функции.  

Изводи: 
1. В статията се разглежда методика за решението на задачи за оптимизация 

на елементи от машиностроителни конструкции. Разглежданите целеви функции 
са: статични премествания и напрежения, амплитуди на динамичните 
премествания и напрежения, функции на собствени честоти и форми на 
трептения. Варира се формата на елемента от конструкцията в зададени граници. 
За изчисление на целевите функции се използва метода на крайните елементи. 

2. Предложена е методика за изчисляване на градиента. Всички формули, по 
които се изчисляват целевите функции са аналитически диференцируеми. 
Намирането на градиента изисква по-малко време в сравнение с изчисляването 
на целевата функция. Този подход може да бъде приложен за изчисляване на 
градиента и в други задачи: пластичност, пълзене, геометрическа и физическа 
нелинейност, нестационарни и параметрични трептения и т.н. 

3. Методиката за аналитично изчисляване на градиента може да бъде 
използвана от програмистите разработващи програмни пакети работещи с МКЕ 
за разширяване на техните възможности с решаване на задачи за оптимизация на 
формата по различни критерии. 
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