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Резюме: В работата е предложено изследване на условията, при които 
възниква хаотичен процес в нелинейна динамична система, чрез аналитичен метод, 
основан на теорията на Мелников. Изложени са основните принципни положения на 
теорията и е дефинирана функцията на Мелников за система, описана с уравнението 
на Дюфинг, при хармонично въздействие. Изведените аналитични зависимости са  
приложени  към нелинейна електрическа верига, моделирана с това уравнение.  
 

1. Въведение в проблема 
За изследване на динамиката на нерегулярните процеси, възникващи в 

нелинейни динамични системи (НДС), много често се прилагат числени методи и 
компютърна симулация. Тези методи, обаче, не осигуряват качествено изследване на 
нелинейните диференциални уравнения, описващи системата. Чрез тях не винаги се 
отчита поведението на разглежданата система в цялата фазова равнина. Това налага 
търсенето на  аналитични методи за изследване на хаотични процеси в НДС.  

Мощен апарат, който дава възможност за получаване на аналитични резултати 
относно условията за възникване на хаотични колебания, е теорията на Мелников 
[1,2,3,4]. Първоначално тази теория е приложена при решаване на задачи от ядрената 
физика (изследване на ускорението на елементарните частици, термоядрените реакции 
и др.). Методът на Мелников намира приложение и при анализ на задачи от 
електротехниката: изследване на електронни прибори, основани на ефекта на 
Джозефсон [6]; анализ и синтез на автоколебателни системи чрез изследване на 
граничните цикли в системата [5,7,8,9] и др. 

Уравнението на Дюфинг [13] е нелинейно диференциално уравнение от втори 
ред с кубична нелинейна функция. Чрез това уравнение, което се изразява в няколко  
форми (опростена и разширена, автономна, неавтономна),  се моделират много 
електрически вериги [11]. Повечето публикации [3,11,14] са свързани с анализ на 
периодичните автоколебания в тях или с числено изследване на хаотичните процеси. 

В настоящата работа теорията на Мелников е приложена за получаване на 
необходимите условия за възникване на хаотични колебания в нелинейна динамична 
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система, описана с уравнението на Дюфинг, при наличие на хармонично въздействие. 
Методът е илюстриран с изследване на конкретна електрическа верига. 

 
2. Теоретична постановка на метода на Мелников 
В основата на теорията на Мелников са бифуркационна теорема и функция  

(интеграл) на Мелников [1,2,3,4], която играе роля на количествена мярка на 
разстоянието между устойчиви и неустойчиви многообразия на системата [10].  
Интегрирането може да се извършва както по линия във фазовата равнина, така и по 
времето.  

За различните конкретни случаи функциите на Мелников са различни, като се 
определят от дисипативните сили в системата и от вида на смущението. Съгласно 
теорията на Мелников, възникването на хаотични колебания в НДС е свързано със 
съществуването на прости  нули на описващата  я  едноименна функция [1].  

Намирането на нулите на функцията на Мелников в много случаи е свързано със 
сложни математични операции. Оказва се, че тази задача е  част и от 16-ия  проблем на 
Хилберт, който в общ случай, не е решен и досега [12].  

За да се изясни постановката на метода на Мелников нека първоначално се 
разгледа НДС, описана с уравнение от вида 
(1) ( )xfx =     ,  
където 

 х=(х1,х2,....,xn )Т ∈ Rn, 
 f= (f 1, f2,....,fn)Т е аналитична нелинейна функция, определена  в Е, E ⊇ Rn. 
Система (1) е несмутена система.  
Решението на (1), удовлетворяващо начално условие  х(t0)= х0 , е от вида 

х(х0,t0,t).  
Известно е, че система от вида (1) има особени точки, чийто тип се определя от 

характера на собствените числа на якобиана на системата. В общ случай поне една от 
тях е тип „седло”, с която има  свързана хомоклинична траектория хh [13]. 

Нека, с цел опростяване, система (1) е двумерна, като   х=(х1,х2)Т ∈ R2,  f= (f 1, 
f2)Т.   

Ако (1) е хамилтонова система, то съществува гладка скаларна функция  Н(х1,х2) 
(хамилтониан) [13],  такава че  

(2) 
2

1 x
Hf
∂
∂

= ;   
1

2 x
Hf
∂
∂

= ,  

при което система (1) може да се запише във вида: 

(3) 

1
2

2
1

x
Hx

x
Hx

∂
∂

=

∂
∂

=





.   

Доказано е [1,2], че устойчиви и неустойчиви  хомоклинични траектории на 
хамилтоновата система съвпадат. 

Поради това в такава система не може да съществува колебание с преходи към 
хаотично състояние. 

В случай, че върху система (1)  въздейства някакво смущение, тя вече е  смутена 
и дисипативна  и се описва  с уравнение: 
(4) ( ) ( )t,xgxfx ε+=  ,     
където 
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g=(g 1, g2,..., gn)Т е аналитична функция на смущението, дефинирана в G, G ⊇ Rn, 
0<ε<<1  е малък параметър. 
За двумерна система  g=(g 1, g2)Т∈ G ⊇ R2. 
В този случай устойчивото и неустойчивото многообразие от траектории на 

система (4) не съвпада [1] и между тях съществува разстояние (нар. разстояние на 
Мелников [1]), което се определя от положението на многообразието от хомоклинични 
траектории на несмутената система. 

Нека т.О е особена точка, тип „седло” с хомоклинична траектория: 
(5) хh=(хh1,хh2)Т  . 

Тогава функцията на Мелников се дефинира [1, 10] във вида: 

(6) М(t0)= ( )[ ] ( )[ ] ττττ dt, 0+∧∫
∞

∞−
hh xgxf .   

Функция (6) може да се изрази за всеки конкретен случай,  при известни f, g и хh. 
В [10] е доказана теорема, според която, ако функцията на Мелников М(t0) за 

една НДС има прости нули, то за достатъчно малко ε>0 съществуват устойчиво  и 
неустойчиво  многообразие от хомоклинични траектории, които се  пресичат 
трансверсално.  

Тя дава необходимото условие за възникване на хаотичен процес в тази НДС. 
 
3. Извеждане на функцията на Мелников за двумерна НДС с хармонично 

въздействие  
Целта е да се получи аналитичния израз на функцията на Мелников  за двумерна 

смутена НДС, описана с уравнение (4), на която действа смущение във вида: 
(7) g(х, t )=γт(х )cos(ωt+ψ)  , m=1,2.    

Първоначално се разглежда смущение от вида: 
(8) g(х, t )= [γ т(х, t )+р т (х )] , m=1,2.   

Функцията на Мелников, изразена съобразно зависимости (6) и (8),  е: 

 М(t0)= ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )[ ] +−∫
∞

∞−
τττττ dpfpf 21 hhhh xxxx 12  

+ ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )[ ] τττγτττγτ dt,ft,f 21∫
∞

∞−
+−+ 0102 hhhh xxxx = 

(9) = - K + ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )[ ] τττγτττγτ dt,ft,f 21∫
∞

∞−
+−+ 0102 hhhh xxxx ,   

където 

(10) K = ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )[ ] τττττ dpf-pf 12∫
∞

∞−
hhhh xxxx 21 .    

Ако в (8) се положи  γ т(х, t )= γ т(х)Р (t ), (m=1,2)  и се замести в (9),  се 
получава: 

М(t0)= - K + ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ] ( ) τττγττγτ dtff 21∫
∞

∞−
+− 012 Pxxxx hhhh = 

= - K + ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ] ( ) τττγττγτ dtff 21∫
∞

∞−
+−−−−−− 012 Pxxxx hhhh = 
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(11) = - K + ( ) ( ) τττ dtPh∫
∞

∞−
−0   ,          

където 
(12) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )τγττγττ −−−−−= hhhh xxxx 12 21 ffh  .  

От зависимост  (11) следва изводът, че функцията на Мелников  е  конволюция 
на функциите ( )τh  и ( )τ−0tP . 
 Ако ( ) ( )ψω += tcostP , то съобразно зависимост (11) може да се запише 
комплексната форма на функцията на Мелников: 

(13) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ττττ ωτψωψτω deheKdehKtM j-

-

tjtj

-
0

00 ∫∫
∞

∞

++−
∞

∞
+−=+−= .  

 След полагания: 

(14,а)  ( ) ( ) ττω ωτ dehjQ j-

-
∫
∞

∞
= ;                                           

(14,б) ( ) ( ) τωττω dcoshC
-
∫
∞

∞
= ;                                            

(14,в) ( ) ( ) τωττω dsinhD
-
∫
∞

∞
= ;                                          

(14,г) ( ) ( ) ( )ωωω 22 DCQ +=  ;                                      
             

(14,д) ( ) ( ){ } ( )
( )ω
ωωωϕ

C
DarctgjQarg == ,                       

за функцията на Мелников при хармонично въздействие се получава: 
(15) М(t0)= ( ){ } ( ) ( )[ ]ωϕψω +++−= 00 ωtcosQKtMRe        .    
 

4. Получаване на функцията на Мелников за НДС, описана с уравнение на 
Дюфинг,  при хармонично въздействие  

Общият вид на уравнението на Дюфинг, описващо нелинейна електрическа 
верига  при хармонично въздействие, е 
(16) ( ) ωtcosAxFxkx =++  .      

Това уравнение е модел на вериги, чийто нелинеен елемент се описва с функция 
от трети ред.     

Функцията ( )xF   в (16) може да е от вида 

(17,а) ( ) 3bxaxxF += , 0b0,a >> ,    
ако нелинейният елемент е с положителна нелинейна проводимост, или 
(17,б) ( ) 3bxaxxF +−= , 0b0,a >> ,     
когато нелинейният елемент е с отрицателна нелинейна проводимост. 

Представено като система от две уравнения от първи ред, (16) се записва във 
вида: 

(18) 
[ ]ωtcosAkxbxaxx

xx

2
3
112

21

+−+−=

=




    .  0b0,a >> .     
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Хамилтонианът на хамилтоновата система, изразаваща опростената форма на 
хомогенното уравнение (16) е: 

(19) ( )
422

4
1

2
2

2
1

21
bxxaxx,xH ++−=  .  

Хомоклиничните траектории на система (18) се получават  

(20) ( ) ( ){ }







±=±± t.ath.t.ahsec

b
a  ,t.ahsec

b
atx,tx hh

22
21  .    

 В (20) знаците „+” и „-” определят траекториите в положителна и отрицателна, 
по отношение на оста 1x , полуравнини. 

Като се вземе предвид, че в уравнение (12) constA, === 21 0 γγ , както и 
зависимост (14,б), следва, че в разглеждания случай: 

( ) 0=ωC  ;  

( )
a

hsec
b

AD
2

2 πωπωω = ; 

( ) ( )ωω DQ = . 
Като се използват уравнения (10), (13), (15) и  (20), след преобразувания, 

функцията на Мелников се получава: 

(21) М(t0)= 0

3 2

2
2

3
4 tsin

a
hsec

b
A

b
ak ωπωπω+−    .  

Разглежданият случай може да се опрости, ако == ba 1. Тогава функцията на 
Мелников се изразява като: 

(22 М(t0)= 02
2

3
4 tsinhsecAk ωπωπω+−    .  

За да има (22) проста нула, трябва да трябва да е изпълнено: 

(23) 

2
23

4
πωωπ hsec

kA > .     

Зависимост (23) представлява необходимото условие, при което възниква 
хаотичен режим в разглежданата система. 

 
5. Изводи 
В работата е изведен аналитичен израз за функцията на Мелников за двумерна 

смутена НДС, описана с уравнение на Дюфинг, чийто прототип е нелинейна 
електрическа верига. Чрез него е получено необходимото условие, при което възниква 
хаотично колебание във веригата с хармонично въздействие. Изведената зависимост  
(23) дава връзка между параметрите на синусоидалния сигнал и елементите на 
веригата, при която настъпва хаотичен процес. 
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Abstract: In the paper is proposed to research the conditions under which occurs a 

chaotic process in a nonlinear dynamic system by an analytical method based on the theory of 
Melnikov. Exposed are the main principles of the theory and defined are Melnikov’s function 
for a system described by the equation of Duffing at a harmonious impact. The returnees 
analytical dependencies are applied to nonlinear circuit witch are modeling with this 
equation. 
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